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概率论与数理统计 2 随机变量及其分布

1随机事件与概率

1.1条件概率与独立性

定理 1.1 (泊松逼近定理)：如果 n → ∞，p → 0 使得 np = λ 保持为正常数，则

Ck
np

k(1− p)n−k → λk

k!
e−λ

对 k = 0, 1, 2, · · · 一致地成立。

符号说明：Ck
n：组合数；p：单次试验成功概率；λ：泊松分布参数；e：自然常数。

2随机变量及其分布

2.1七种常用分布表

注：将图片命名为“七种常用分布表.jpg”放在同目录下
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概率论与数理统计 2 随机变量及其分布

2.2分布函数与概率密度

定义 2.1 (分布函数)：设 X 为随机变量，称 F (x) = P(X ≤ x) 为 X 的分布函数（x 为任意实数）。

符号说明：F (x)：分布函数；P(·)：概率运算符。

定义 2.2 (概率密度)： 设 F (x) 是 X 的分布函数，若存在非负函数 f(x) 使得

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt

则称 X 为连续型随机变量，f(x) 为其概率密度。

符号说明：f(x)：概率密度；dt：微分符号。

2.3正态分布

定义 2.3 (标准正态分布)：正态分布 N(µ, σ2) 中 µ = 0, σ = 1 时为标准正态分布 N(0, 1)，其概率

密度与分布函数：

φ(x) =
1√
2π

e− x2

2 (−∞ < x < +∞)

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt (−∞ < x < +∞)

符号说明：φ(x)：标准正态 PDF；Φ(x)：标准正态 CDF；π：圆周率。

性质 2.1 (标准正态分布的对称性)： φ(x) 是偶函数，满足：

φ(−x) = φ(x), Φ(−x) = 1− Φ(x)

性质 2.2 (一般正态分布的标准化)：若 X ∼ N(µ, σ2)，则 F (x) = Φ
(
x−µ
σ

)
，区间概率：

P(x1 < X ≤ x2) = Φ

(
x2 − µ

σ

)
− Φ

(
x1 − µ

σ

)
(x1 < x2)

符号说明：µ：均值；σ：标准差；F (x)：一般正态 CDF。

性质 2.3 (正态分布绝对值的期望公式)： 若 Y ∼ N(0, τ 2)，则其绝对值的期望为：

E|Y | = τ

√
2

π

其中 τ 为正态分布的标准差。

符号说明：应用示例：若 Xi −X ∼ N
(
0, n−1

n
σ2
)
，则

E|Xi −X| = σ

√
n− 1

n
·
√

2

π
= σ

√
2(n− 1)

nπ

定理 2.1 (随机变量函数的概率密度)：设 X 为连续型随机变量，概率密度 f(x)，Y = g(X)。若

g(x) 逐段严格单调，反函数 hi(y) 且导数连续，则

fY (y) =
∑
i

f
(
hi(y)

)
|h′

i(y)|

（无意义的 y 处，fY (y) = 0）

符号说明：fY (y)：Y 的概率密度；h′
i(y)：反函数导数；| · |：绝对值。
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概率论与数理统计 3 多维随机变量及其分布

3多维随机变量及其分布

3.1联合分布函数

定义 3.1 (二维联合分布函数)：设 (X,Y ) 为二维随机变量，x, y 为任意实数，称

F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y)

为 (X,Y ) 的联合分布函数。

符号说明：F (x, y)：二维联合分布函数。

性质 3.1 (联合分布函数的基本性质)： 1. 有界性：0 ≤ F (x, y) ≤ 1；

2. 单调不减性：x1 < x2 =⇒ F (x1, y) ≤ F (x2, y)，y1 < y2 =⇒ F (x, y1) ≤ F (x, y2)；

3. 极限性质：F (−∞, y) = F (x,−∞) = F (−∞,−∞) = 0, F (+∞,+∞) = 1；

4. 右连续性：F (x, y) = F (x+, y) = F (x, y+)；

5. 非负性：x1 ≤ x2, y1 ≤ y2 时，F (x2, y2)− F (x2, y1)− F (x1, y2) + F (x1, y1) ≥ 0。

3.2边缘分布

定义 3.2 (边缘分布函数)：设 (X,Y ) 的联合分布函数为 F (x, y)，则：

• X 的边缘分布函数：FX(x) = limy→+∞ F (x, y)；

• Y 的边缘分布函数：FY (y) = limx→+∞ F (x, y)。

符号说明：FX(x)：X 边缘 CDF；FY (y)：Y 边缘 CDF；lim：极限运算符。

定义 3.3 (二维离散型随机变量的联合分布列)：设 (X,Y )所有可能取值为 (xi, yj)（i, j = 1, 2, . . .），

记

pij = P(X = xi, Y = yj)

为联合分布列，满足：非负性 pij ≥ 0；规范性
∑

i

∑
j pij = 1；边缘分布列 pi. =

∑
j pij , p.j =

∑
i pij。

符号说明：pij：联合概率；pi./p.j：边缘概率；
∑
：求和运算符。

定义 3.4 (二维连续型随机变量的联合概率密度)：设 (X,Y ) 的分布函数为 F (x, y)，若存在非负函

数 f(x, y) 使得

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) du dv

则称 f(x, y) 为联合概率密度，边缘概率密度：

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dy, fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dx

符号说明：f(x, y)：二维联合 PDF；fX(x)/fY (y)：边缘 PDF。

3.3独立性

定义 3.5 (随机变量的独立性)：若对任意实数 x, y，有 F (x, y) = FX(x)FY (y)，则称 X 与 Y 相互

独立（记为 X ⊥⊥ Y）。

符号说明：⊥⊥：独立符号。

性质 3.2 (独立性的充要条件)： • 连续型：f(x, y) = fX(x)fY (y)；
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概率论与数理统计 3 多维随机变量及其分布

• 离散型：pij = pi.p.j (∀i, j)。

3.4二维随机变量函数的分布

性质 3.3 (和的分布（卷积公式）)：若 X ⊥⊥ Y，概率密度分别为 fX(x), fY (y)，则 Z = X + Y 的

概率密度：

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y) dy

符号说明：fZ(z)：Z = X + Y 的概率密度。

性质 3.4 (max{X,Y } 与 min{X,Y } 分布（独立情形）)： 1. 最大值 M = max {X,Y }

分布函数：

FM (m) = FX(m) · FY (m)

连续型概率密度：

fM (m) = fX(m) · FY (m) + FX(m) · fY (m)

2. 最小值 N = min {X,Y }

分布函数：

FN (n) = 1− [1− FX(n)] · [1− FY (n)]

连续型概率密度：

fN (n) = fX(n) · [1− FY (n)] + [1− FX(n)] · fY (n)

符号说明：max {X,Y }：最大值；min {X,Y }：最小值；fM (m)/fN (n)：对应 PDF。

例 3.1 (max/min 分布计算示例)：设 X,Y 独立同分布于 U(0, 1)，则：

• FX(x) = FY (x) =


0, x < 0

x, 0 ≤ x ≤ 1

1, x > 1

• M = max {X,Y } 的分布函数（CDF）：

FM (m) =


0, m < 0

m2, 0 ≤ m ≤ 1

1, m > 1

• N = min {X,Y } 的分布函数（CDF）：

FN (n) =


0, n < 0

1− (1− n)2, 0 ≤ n ≤ 1

1, n > 1

定义 3.6 (瑞利分布)： 设 X 服从参数为 σ > 0 的瑞利分布，则：

• PDF：f(x) =


x

σ2
e
−
x2

2σ2 x ≥ 0,

0 x < 0.

第 4 页 / 共 9 页



概率论与数理统计 4 随机变量的数字特征与极限定理

• CDF：F (x) =

1− e
−
x2

2σ2 x ≥ 0,

0 x < 0.

符号说明：σ：瑞利分布参数；PDF：概率密度；CDF：分布函数。

4随机变量的数字特征与极限定理

4.1数学期望

定义 4.1 (数学期望)： • 离散型：E(X) =
∑∞

i=1 xipi（条件
∑∞

i=1 |xi|pi < +∞）；
• 连续型：E(X) =

∫ +∞
−∞ xf(x) dx（条件

∫ +∞
−∞ |x|f(x) dx < +∞）。

符号说明：E(X)：数学期望；|x|：绝对值。

性质 4.1 (数学期望的性质)： 1. E(C) = C；

2. E(CX) = CE(X)；

3. 线性性：E (
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 E(Xi)（无需独立）；

4. 独立乘积：若 X1, . . . , Xn 独立，则 E (
∏n

i=1 Xi) =
∏n

i=1 E(Xi)。

符号说明：
∏
：乘积运算符。

4.2方差

定义 4.2 (方差)：
Var(X) = E [X − E(X)]

2
= E(X2)− [E(X)]

2

标准差：σX =
√

Var(X)。

符号说明：Var(X)：方差；σX：标准差；
√
·：平方根。

性质 4.2 (方差的性质)： 1. Var(C) = 0；

2. Var(CX) = C2Var(X)；

3. 独立和：若 X1, . . . , Xn 独立，则 Var (
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 Var(Xi)；

4. 一般线性组合：对任意常数 a, b，有 Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y )；

5. Var(XY ) = Var(X)Var(Y ) + Var(X) [E(Y )]
2
+ Var(Y ) [E(X)]

2
（X ⊥⊥ Y）；

6. Var(X) = 0 ⇐⇒ P(X = E(X)) = 1。

符号说明：⇐⇒：充要条件。

4.3协方差与相关系数

定义 4.3 (协方差)：

Cov(X,Y ) = E {[X − E(X)][Y − E(Y )]} = E(XY )− E(X)E(Y )

符号说明：Cov(X,Y )：协方差。

性质 4.3 (协方差的性质)： 1. 对称性：Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)；

2. 数乘：Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y )；

3. 可加性：Cov(X1 +X2, Y ) = Cov(X1, Y ) + Cov(X2, Y )。
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概率论与数理统计 4 随机变量的数字特征与极限定理

定义 4.4 (相关系数)：

ρXY =
Cov(X,Y )√

Var(X)
√

Var(Y )

若 ρXY = 0，称 X 与 Y 不相关。

符号说明：ρXY：相关系数；不相关：线性相关性为 0。

性质 4.4 (相关系数的性质)： 1. 有界性：|ρXY | ≤ 1；

2. |ρXY | = 1 ⇐⇒ P(Y = a+ bX) = 1（线性相关）；

3. 不相关等价：Cov(X,Y ) = 0 ⇐⇒ Var(X +Y ) = Var(X)+Var(Y ) ⇐⇒ E(XY ) = E(X)E(Y )。

4.4矩

定义 4.5 (矩的定义)： 1. 单个随机变量的矩：

• k 阶原点矩：αk = E(Xk)；

• k 阶中心矩：βk = E
{
[X − E(X)]k

}
；

2. 两个随机变量的混合矩：

• k + l 阶混合原点矩：αk,l = E(XkY l)；

• k + l 阶混合中心矩：βk,l = E
{
[X − E(X)]k[Y − E(Y )]l

}
。

符号说明：k, l：矩的阶数（正整数）。

4.5大数定律与中心极限定理

定理 4.1 (切比雪夫不等式)：对任意 ε > 0，有

P [|X − E(X)| ≥ ε] ≤ Var(X)

ε2

符号说明：ε：误差界；ε2：平方。

定理 4.2 (伯努利大数定律)：设 Yn 为 n 重伯努利试验成功次数，成功概率 p，则

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣Yn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0

符号说明：Yn：成功次数；n：试验次数；lim：极限。

定理 4.3 (辛钦大数定律)：若 X1, X2, . . . 独立同分布，E(Xi) = µ，则

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0

符号说明：µ：共同均值； 1
n

∑n
i=1 Xi：样本均值。

定理 4.4 (独立同分布中心极限定理)：若 X1, X2, . . . 独立同分布，E(Xi) = µ,Var(Xi) = σ2 > 0，

则

lim
n→∞

P
(

1√
nσ

(
n∑

i=1

Xi − nµ

)
≤ x

)
= Φ(x)
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概率论与数理统计 5 数理统计的基本概念

定理 4.5 (棣莫弗-拉普拉斯定理)：设 Yn ∼ B(n, p)，q = 1− p，则

lim
n→∞

P
(
Yn − np
√
npq

≤ x

)
= Φ(x)

符号说明：B(n, p)：二项分布；q：失败概率；
√
npq：二项分布标准差。

5数理统计的基本概念

5.1常用抽样分布

定义 5.1 (χ2 分布)：若 X1, . . . , Xn ⊥⊥ N(0, 1)，则 Y =
∑n

i=1 X
2
i ∼ χ2(n)（自由度 n），满足：1.

可加性：X ∼ χ2(m), Y ∼ χ2(n) 独立，则 X + Y ∼ χ2(m+ n)；

2. 期望：E[Y ] = n；方差：Var(Y ) = 2n。

符号说明：χ2(n)：卡方分布；自由度：独立随机变量个数。

性质 5.1 (χ2(k) 分布的期望与方差)：自由度为 k 的 χ2 分布：E[Y ] = k，Var(Y ) = 2k。例如

Y ∼ χ2(8)：E[Y ] = 8,Var(Y ) = 16，由 E[Y 2] = Var(Y ) + (E[Y ])2 得 E[Y 2] = 80。

定义 5.2 (t 分布)： 若 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n) 且独立，则

T =
X√
Y /n

∼ t(n)

符号说明：t(n)：t 分布；
√
Y /n：平方根。

定义 5.3 (F 分布)：若 X ∼ χ2(n1), Y ∼ chi2(n2) 且独立，则

F =
X/n1

Y /n2

∼ F (n1, n2)

符号说明：F (n1, n2)：F 分布；n1/n2：自由度。

5.2样本均值与方差的分布

性质 5.2 (正态总体的样本均值分布)：若 X1, . . . , Xn ⊥⊥ N(µ, σ2)，则

X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
,

X − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1)

符号说明：X：样本均值；σ2/n：样本均值方差。

性质 5.3 (样本方差的分布)：若 X1, . . . , Xn ⊥⊥ N(µ, σ2)，则 X 与 S2 独立，且

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1),

(X − µ)
√
n

S
∼ t(n− 1)

符号说明：S2：样本方差；n− 1：自由度。

性质 5.4 (两正态总体的抽样分布)：设 X1, . . . , Xn1
⊥⊥ N(µ1, σ

2)，Y1, . . . , Yn2
⊥⊥ N(µ2, σ

2)，两组

样本独立，则
X − Y − (µ1 − µ2)

Sw

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2)
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概率论与数理统计 6 参数估计

其中合并标准差：Sw =
√

(n1−1)S2
1+(n2−1)S2

2

n1+n2−2
。若方差未知且不相等，则 S2

1/σ
2
1

S2
2/σ

2
2
∼ F (n1 − 1, n2 − 1)。

符号说明：Sw：合并标准差；S2
1/S

2
2：样本方差。

6参数估计

6.1点估计

定义 6.1 (矩估计法)： 用样本矩替代总体矩求解未知参数：

1. 样本 k 阶原点矩：Ak = 1
n

∑n
i=1 X

k
i；

2. 步骤：总体矩 αk = qk(θ1, . . . , θm) =⇒ 解出 θj = hj(α1, . . . , αm) =⇒ 替换为 θ̂j =

hj(A1, . . . , Am)。

符号说明：Ak：样本矩；αk：总体矩；θ̂j：矩估计量。

定义 6.2 (最大似然估计)：

1. 似然函数：

连续型： L(θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ),

离散型： L(θ) =
n∏

i=1

P(X = xi; θ);

2. 对数似然：

lnL(θ) =
n∑

i=1

ln f(xi; θ)

3. 求解：令 ∂ ln L
∂θj

= 0，解得 θ̂。

符号说明：L(θ)：似然函数；ln：自然对数；∂：偏导数；θ̂：最大似然估计量。

6.2估计量的评价标准

定义 6.3 (无偏性)： 若 E(θ̂) = θ，则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计量。

符号说明：无偏：估计量均值等于真实参数。

6.3区间估计

定义 6.4 (置信区间)：对未知参数 θ，若 P(θ̂1 < θ < θ̂2) = 1−α，则 (θ̂1, θ̂2)为 θ 的置信水平 1−α

的置信区间。

符号说明：1− α：置信水平；α：显著性水平。

性质 6.1 (单个正态总体的置信区间)： 1. σ2 已知，µ 的置信区间：
(
x− uα/2

σ√
n
, x+ uα/2

σ√
n

)
；

2. σ2 未知，µ 的置信区间：
(
x− tα/2(n− 1) s√

n
, x+ tα/2(n− 1) s√

n

)
；

3. σ2 的置信区间：
(

(n−1)s2

χ2
α/2

(n−1)
, (n−1)s2

χ2
1−α/2

(n−1)

)
。

符号说明：uα/2：标准正态分位数；tα/2(n− 1)：t 分布分位数；χ2
α/2(n− 1)：卡方分布分位数。
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概率论与数理统计 8 例题索引

7拓展：伽马函数

7.1伽马函数的定义与性质

定义 7.1 (伽马函数)：对 α > 0，定义 Γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−x dx，核心性质：1.递推公式：Γ(α+1) =

αΓ(α)；

2. 特殊值：Γ(1) = 1,Γ
(
1
2

)
=

√
π,Γ(n+ 1) = n!；

3. 应用：伽马分布 Ga(α, β) 含 Γ(α)，χ2(n) ∼ Ga
(
n
2
, 1
2

)
。

符号说明：Γ(α)：伽马函数；n!：阶乘；Ga(α, β)：伽马分布。

8例题索引

8.1概率论综合训练题单

概率论综合训练

第三章：5, 14, 16, 19, 21, 23, 27, 31
第四章：2, 7, 8, 10, 12, 14, 15, 18, 22, 26, 29
第五章：3, 4, 7, 8, 14, 21, 23, 26, 31, 34, 35

第六章：7, 8, 9
第七章：9

第 9 页 / 共 9 页


	随机事件与概率
	条件概率与独立性

	随机变量及其分布
	七种常用分布表
	分布函数与概率密度
	正态分布

	多维随机变量及其分布
	联合分布函数
	边缘分布
	独立性
	二维随机变量函数的分布

	随机变量的数字特征与极限定理
	数学期望
	方差
	协方差与相关系数
	矩
	大数定律与中心极限定理

	数理统计的基本概念
	常用抽样分布
	样本均值与方差的分布

	参数估计
	点估计
	估计量的评价标准
	区间估计

	拓展：伽马函数
	伽马函数的定义与性质

	例题索引
	概率论综合训练题单


